Trigonometrijska supstitucija 

Jedan od od čestih matematičkih zadataka je kako riješiti sustav nepoznanica. Poznato je kako se rješavaju sustavi linearnih jednadžbi i kakva su njihova rješenja u ovisnosti o broju jednadžbi. Nešto teže su jednadžbe i sustavi jednadžbi koji nisu linearni. Određenim tipom takvih jednadžbi, ali i nejednadžbi ćemo se ovdje baviti.

Kada naiđemo na težak problem koji ne znamo riješiti vrlo često pokušavamo primijeniti metodu ili ideju koju smo već vidjeli. Ovdje ćemo se baviti jednadžbama i sustavima sa nekoliko nepoznica koje je jako teško riješiti nekim klasičnim metodama. Jedna od metoda rješavanja jednadžbi je metoda supstitucije kojom se jednadžba pojednostavi ili preobrazi, pa se problem svede na neki lakši. Na kraju je samo potrebno iz rješenja 'lakše' jednadžbe izračunati rješenje početne jednadžbe. Ovdje će nam pomoći prisjetimo li se kako izgledaju neke formule za trigonometrijske funkcije:
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Još se prisjetimo kako su na kojim skupovima su definirane ove funkcije i koje vrijednosti mogu poprimiti:
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Primjer 1.  Ako su a, b, c, d pozitivni realni brojevi, dokažite da vrijedi
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Rješenje. Napišimo danu nejednakost u obliku 
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Uvedemo li sad supstituciju 
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, danu nejednakost ćemo prevesti u 
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, što slijedi iz (2).

Kako posljednja nejednakost vrijedi uvijek, a sve su nejednakosti ekvivalentne možemo zaključiti da početna nejednakost vrijedi. Jednakost vrijedi ako je 
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Prodiskutirajmo ovaj primjer. Kako se sjetiti uvesti trigonometrijsku supstituciju i na što sve treba paziti? U ovom smo rješenju odmah uveli supstituciju bez da smo imalo promatrali zadani izraz. Naravno, ovdje je tako napisano zbog kratkoće rješenja, a stvarni rješavatelj mora posvetiti nešto vremena kako bi vidio koja bi supstitucija bila pogodna. 

Pogledamo li oblik nejednakosti vidimo da su izrazi 
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 dosta slični. Ono što je važno za primjetiti je da vrijedi 
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. Sada nam se trigonometrijska supstitucija gotovo sama nameće iz jednakosti (1). Uočimo još da smo umjesto uvođenja kvadrata sinusa, mogli uvesti kvadrate kosinusa i postupak bi bio potpuno isti. 

Pri uvođenju treba paziti je li supstitucija kakvu želimo dozvoljena. Kako je 
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. Ovo je očito pošto su a i d pozitivni brojevi. 

Ovakve rasprave su uvijek potrebne, no u ovom članku ćemo raspravljati više o ideji trigonometrijske supstitucije, pa ćemo ponegdje izostaviti dio ovih rasprava jer ćemo uvijek koristiti dozvoljene supstitucije.

Primjer 2. Neka su x , y, z pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi xy + yz + zx = 1. Pokažite da vrijedi 
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Rješenje. Usporedimo članove na lijevoj strani i identitete pod (4), to će nam dati ideju za trigonometrijsku supstituciju. Sličnost između ovih članova i identiteta pod (4) nije očita na prvi pogled, odnosno možda je se neće svatko sjetiti. Zato postoji pravilo koje ćete od sada znati kad se pojavi razlomak sa izrazima 
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, provjerite bi li vam ova supstitucija pomogla. 

Dakle, uvedimo supstituciju 
[image: image15.wmf].
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Zadana nejednakost postaje ekvivalentna sa
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što smo dobili korištenjem formule (2) za x = y. 

Pokažimo sad da  uvjet xy + yz + zx = 1 vrijedi  ako je a + b + c = 
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. Vrijedi da je 


[image: image18.wmf].

1

1

)

(

1

)

6

(

)

2

2

cot(

)

2

2

2

tan(

=

-

+

=

+

+

=

+

+

+

Þ

Þ

+

-

=

=

+

=

-

-

=

xy

xy

z

y

x

xy

zx

yz

xy

y

x

xy

b

a

b

a

z

p


Dakle, imamo dobili smo još jedan dodatni uvjet a, b, c su kutevi trokuta. Pa možemo izraze s lijeve i desne strane od (*) izraziti pomoću elemenata trokuta. Lako se pokaže da je:
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Gdje je P površina, R radijus opisane, a r radijus upisane kružnice trokutu.  Posljednja nejednakost je poznata Eulerova nejednakost koja proizlazi iz Eulerove formule da je udaljenost središta trokutu opisane i upisane kružnice 
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Primjer 3. Riješite sustav jednadžbi u skupu realnih brojeva:
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Rješenje.  Sada već znamo da se izrazi 
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 mogu supstituirati sinusom ili kosinusom jer je taj broj manji od 1, a tada će nam x također biti kosinus ili sinus.

Stavimo 
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Sustav uz primjenu formula (1) i  (2) prelazi u 
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Sada primjenom formula (2) dobivamo
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Ovaj sustav ima dva rješenja:

I) 
[image: image26.wmf].

2

1

3

2

cos

,

2

3

6

5

cos

2

2

,

6

-

=

=

-

=

=

Þ

=

-

=

-

p

p

p

p

y

x

a

b

b

a


II) 
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 , što ne zadovoljava uvjete. 

Rješenje danog sustava je uređeni par 
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Primjer 4. Riješite u skupu realnih brojeva sustav jednadžbi 
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Rješenje. Primjetimo da niti jedan od brojeva x, y, z ne mogu biti 0. 

Sada redom možemo riješiti svaku od zadanih jednadžbi po y, z, x: 
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Primjenimo sad formulu (5) uz supstituciju x = tan u, pri čemu je 
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Sada slijedi da je 
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2

,

2

,

0

,

,

26

27

p

p

p

p

-

Î

¹

Î

=

Þ

=

+

u

k

Z

k

k

u

u

k

u


Dakle, rješenje sustava je 
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf]
Primjer 5. Neka su a, b, c realni brojevi takvi da vrijedi abc + a +  c = b. Pronađite najveću moguću vrijednost izraza
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Rješenje. Pogledajmo prvo zadani uvjet koji izgleda malo neobično jer nije simetričan. Kako je b istaknut izrazimo ga pomoću preostala dva broja: 
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Neka je sad 
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, tada je P ogrraničen odzgo sa 
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gdje se jednakost postiže za sin (2A+C) = 1 i sin C = 1 / 3. Dakle, P postiže maksimu 10 / 3 za 
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Primjer 6. Zadani su nizovi 
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Postoji li takav n da vrijedi 
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Rješenje. Zbog (4) uvedimo supstituciju 
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 dovoljno je pokazati da 
[image: image48.wmf].

2

tan

2

tan

2

tan

2

tan

2

tan

2

tan

tan

tan

tan

tan

tan

tan

w

v

u

w

v

u

w

v

u

w

v

u

=

+

+

Þ

=

+

+


Pogledajmo formulu koja se lako izvede iz (6) 
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Slijedi da je 
[image: image50.wmf].

2

tan

2

tan

2

tan

2

tan

2

tan

2

tan

)

(mod

0

2

2

2

tan

tan

tan

tan

tan

tan

)

(mod

0

0

)

tan(

w

v

u

v

v

u

w

v

u

w

v

u

v

v

u

w

v

u

w

v

u

=

+

+

Û

º

+

+

Þ

=

+

+

Û

º

+

+

Û

=

+

+

p

p


Što smo i htjeli dokazati.

Primjer 7. Neka je 
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za nenegativne realne brojeve 
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Rješenje. Promatrat ćemo sve indekse modulo n. Neka je 
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 Zato možemo uvesti supstituciju 
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Po indukciji sada slijedi da je 
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Ostaje pokazati da sustav ima 
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 rješenja, što ostavljam čitatelju jer nije vezano uz ideju trigonometrijske supstitucije.

Zadaci za samostalno rješavanje

1. Dokazati da za a > 0 i 0 < b <1 vrijedi 
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2. Riješite u realnim brojevima jednadžbu 
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3. Nađite sve trojke (x, y, z) realnih brojeva takvih da zadovoljavaju sustav jednadžbi
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4. Riješite sustav jednadžbi 
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5. Neka je 
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 Pokaži da su za svaki prirodan broj n rješenja jednadžbe 
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x

P

n

=

)

(

 različiti realni brojevi. (IMO 1976).

6. Neka su 
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 realni brojevi iz intervala [-2, 2] takvi da je 
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 Dokažite da je 


[image: image71.wmf].

2

...

3

3

2

3

1

n

a

a

a

n

£

+

+

+


_1164639212.unknown

_1164641593.unknown

_1164642084.unknown

_1164643237.unknown

_1164643615.unknown

_1164643836.unknown

_1164643877.unknown

_1164643917.unknown

_1164643759.unknown

_1164643437.unknown

_1164643533.unknown

_1164643328.unknown

_1164642262.unknown

_1164642423.unknown

_1164642215.unknown

_1164641860.unknown

_1164642022.unknown

_1164642047.unknown

_1164641921.unknown

_1164641755.unknown

_1164641832.unknown

_1164641666.unknown

_1164640629.unknown

_1164641068.unknown

_1164641298.unknown

_1164641372.unknown

_1164641126.unknown

_1164640932.unknown

_1164640991.unknown

_1164640674.unknown

_1164640261.unknown

_1164640508.unknown

_1164640516.unknown

_1164640303.unknown

_1164639758.unknown

_1164639986.unknown

_1164639654.unknown

_1164132333.unknown

_1164133361.unknown

_1164134263.unknown

_1164134727.unknown

_1164134856.unknown

_1164134663.unknown

_1164134723.unknown

_1164134413.unknown

_1164133611.unknown

_1164134095.unknown

_1164133471.unknown

_1164133001.unknown

_1164133176.unknown

_1164133220.unknown

_1164133073.unknown

_1164132830.unknown

_1164132905.unknown

_1164132587.unknown

_1164131004.unknown

_1164131599.unknown

_1164131990.unknown

_1164132159.unknown

_1164131715.unknown

_1164131896.unknown

_1164131393.unknown

_1164131577.unknown

_1164131255.unknown

_1164130406.unknown

_1164130828.unknown

_1164130960.unknown

_1164130733.unknown

_1164130185.unknown

_1164130267.unknown

_1164128695.unknown

